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VALIDAZIONE E SCELTA DEL MODELLO

Contenuti:

*  Validazione: Test 2

* TestF

. ICrossvalidazionc

* Final Prediction Error {FPE)

+  Akaike Information Criterion (AIC)

*  Minimum Description Length (MDL)
¢ Un esempic semplice

«  Conclusioni

Mativazione; Una volta nota Ta struttura de] modello (ciod
P(U.8), & relativamente facile stimare 8. Problemi aperti:

(i) come capire se un dato modellc ¢ “buonc";
(ii} come confraontare due o pit modelli.

Statistica di base 11 10

lpotesi Ii: Y=@8°+ ¥, V- N0

(Suppongo di aver azzeccato la struttura del "modello vero” che
genera i dati e che gli errori siano gaussiani con varianza nota)

Teorema: Sono 1'lpotesi 11, dividendo per a2 la somma dei

- quadrati dei residui (SSR: Sum of Squared Residuals) della stima

LS &i ottiene una V.C. di tipo %2 "con N-g gradi di liberta"
(M =n° di dati, g =n° di parametri):

Ti
- 1N-g)
el
'}(/V—f
L

t%c/z j/ = - 7

Nota: Risulta E{x?(N-¢)1= N-q, Var[x3(N-q)} = 2(N-¢).
Inclire, per N-g "grande” la f.d.d. della V.C. x2(N-q} & circa
gaussiana.

fdeq: Utilizzando 1a f.d.d, del x2 ho un criterio numerico per
valutare quando la SSR & "anormale” (= modelle sbagliato}.

Statistica B base W 12

VALIDAZIONE: TEST y2

Problema: Avendo a digposizione N dati ¥y, ..., ¥, come faccio
a sapere 5¢ il modello

Y=®8°+V, Var[V]=gl _ . _

THola, 1 fo3 K|

li descrive adeguatamente?

fdeg: L5 =0° = g = ¥ - ©BLS = V (il vettore dei residui &
una "stima" del vettore degli erroti di misura). Percid mi aspetto

che ;"/ﬂ > N
]lvg, gi2=062 @

Se conosco &2 & bene controllare che @? e la varianza
campionaria dei residui abbiano lo stesso ordine di grandezza
(idea ovvia: se ho errori di misura dell'ordine di 10-? ¢ i residui
sono dell'ordine di 10-, il modello & sbagliato perché non riesce
a spiegare i dati).

Problema: cosa significa "dello stesso ordine di grandezza™?

Sintiglica di base 1] 11

Tabella: Valori di ¥3,,

[l a=i.pr Y a=i 9y aeg.of  g=d.0df

)] 000 L3 a4 5

H 005 010 3939 73R

3 0.22 035 T8 4.

4 048 031 949 114

] 08 145 1tor 1238

* 1.24 lo4 1259 1445

H 1.69 217 1407 1601 .

] 1.1k 273 1551 1153

] L 333 1692 1962 /"\
1] 125 394 IRM 2048 .
11 182 457 1968 2192 J f/f .
12 4.40 523 1107 234 }
13 501 389 1236 MM S
14 §.63 657 1148 2612 .
15 627 126 2500 TM9
16 691 786 2630 2885
17 156  R67 1759 2049
18 823 939 IRR? 1133
19 891 1012 3014 3288
20 9.5% 10.85 3141 347

Swvistica & base 1) 13




Esempio: 10 dati, 3 parametri (N-g = [0.3 = 7). Dalle tabelle
della distribuzione ¥2 risulta Pey2¢7) < 14.07) = .95 = nel
95% del casi eTelo? < /4,07,

Se accade che e7e/62 > [4.07, sospetto che il modello non sia
bucno (solto Vipotesi che sis buono, accade raramente che la
somma dei quadrati dei residui sia cosi grande).

Test x?: Fissato il livello di significativita a (tipicamente,
o = 0.05) cerco sulle tabelle x. tale che Py 2(N-q} < xo)
= (.95, Poi adotto la seguente regola;

e7g
v — < xg = accetto il modelle

ol
> ¥u = tespingo if modello @ / f

Estensione: V ~ N(0,Z}), dove Zy & una matrice nota,
Basta nsare e7I-e al posto di eTe/o?.

-

Valdozione » seetio del medaeto 2

TESTF

Confronto tra modelli: Spesso, non ¢ chiaro quale sia il modello
"giusto” ¢ i considera un ventaglio di possibilitd. Come si fa a
scegliere il modello "ottimo™?

Modelli "matriorka”: Una sequenza di classi di madelli in cui
ciagcuna ciasse comprende al suo interno (come casi particelari)
le classi precedenti,

Esempio: M;= {rette}, My = {parabole}, My = {cubiche}, ...,

Problema tipice: Conosco N coppie (X;,Yj) e voglio identificare
un modello ¥ = ffX). Se mi limito ai palinomi di ordine k, cosa
¢ meglio? Una retta, una parabola, una cubica, ...?

F 3 v
L]
retta
* *
}:&7 * costante
parabola X

Validadans & icalia 28l modele 4

Punti deboli:

*  Pud essere difficile capire quali sono i motivi per cui viene
scartato il modello. Almeno 4 possibilita:

a) la relazione ¥ = $08° + V spiega male i dati;
b) ¥ non ¢ gaussiano;

c) il valore di o2 & sbagliato per difetio,

4

d} gli errori di misura non hanno wtti la stessa varianga. /0

= Il test 8 basa sull'ipotesi che esista un "modello vero" di tipo
lineare che genera i dati e che gli errori sianc gaussiani
(ipotesi molte semplificativa).

Valldazans @ scet dal modelis 3

Idea (stupida): Considero i diversi modelli {retta, parabola,
cubica, ...) € ne stimo i parametri mediante LS. Poi, tra-i li

stimati, scelgo quello che minimizza la SSR. w D !
!
Fo

-

o
T

Farto: Per i modelli matrioska, fa 8SR decresce sempre al
erescere dell'ordine del modello (dato che la stima LS si basa
sulla minimizzazione di S8R, non & possibile che la migliore
parabola abbia una S8R maggiote di una retta}

U FrH3

Usare la minimizzazione di SSR per scegliere il modetlo ottimg
conduce a scegliere sempre il modetlo pilk camplessa {per
assurdo, N = 100 = polinomio di ordine 29).

Valdazone » yesita del modelo ]




Che male c'¢ ad eccedere con il n° di parametri?

*  Nessun problema se i dati fossero privi di rumore.
Esemnpio: stimo con una parabola dei dati che slanno su una
retta = il coefficiente del termine quadratico risylta = @
=> NON COMMELto error.

+ Se c'® rumore ed ho troppi parametri, il modello stimato
tende ad easere influenzato dal rumore (nproduce oscillazioni
che non hanno significato fisico ma c
errori di misura)

:nodcl]o
“vero"

X

Principio di parsimonia: Non usare parametri addizionali per
descrivere un fenomeno se essi non sono necessari,

Valkdazions e scelia o8l modelk &

Test F: Figsato un livello di significativitd o (tipicamente,
o = .03) cerco sulle tabelle f. tale che P(F{I N-k} < fo)
= 0.93, Poi adotto la seguente regola;

» f< fo = scelgo il modelle My,

;
* f> fa = scelgo i1 modello M: JJ/%

Osservazioni:
» Non & necessario conpscere 62

o ¥V~ N(0,62¥), dove ¥ & una matrice ngid
eT'¥-/e al posto di SSK = £Te,

ite. Usare

o L'esito del test dipende dalla scelta del livello di
significativitd o (& "piccole™ aumenta la probabilitd di
sottostimare l'ordine; o "grande™. aumenta la probabilita di
sovrastimare l'ordine)

Punti deboli:

* L'Ipotesi Il & restrittiva. Esiste un "modello vero"? Ammesso
che esista, appartiene alla classe di modelli considerati?.

"+ 1l test 5i applica solo a classi di modelli "matrioska”

Valldazicne u saetio del modeilo [ ]

Idea: Dati My, ¢ My, sappiamo che S$A; < S8Ry, Sceglierd
M; solo se SSRy; & "molto pill piceola” di SS8;,.

Problema: Cosa vuol dire "molto pill piccola"?

Teorema: Sotto 'lpotesi 11,
1= vty TS # /8

¢ una V.C. distribuita come una F di Fisher con (7,¥-k} gradi di

liberta

Osservazioni:

« f#&un indice della riduzione % di SSR che ottengo passando
dal modello Mi; (meno complesso) al modello M, (pil

complessa).

+«  Per N-k "gnmde", si ha Fr],N'k) = x2(I)

Volldazions  scetia del medelic 7

Appreccio alternative % 77 ’AJO

Fatio: Supponiame che valga I1 e che il modello vero € M.
Allora 8] = 0 = 05° ~G(0,69) = 0%Y6e ~G(0.7) =
PO /oa)) 5 1.96) = 0.95.

Se 8] = 0, nel 95% dei casi risulta 8° < 1.96 6o ___
4/34
Morale: Se un parametro stimato é maggiore del doppio del

valore della sua 8D, & verosimile che il parametro sia # 0, In
caso contrario, pud essere convenients azzerare quel parametro.

E' bene diffidare dei modelli in cui i parametri stimati ron sono
almeno 2+ 3 yolte pit grandi delle lore SD.

Yalidazians # welta del modeio ¢




CROSSVALIDAZIONE

Idea: Se ho abbastanza dati, 1i divido in due gruppi:

1) dati di identificazione ¥7:
2) dati di validazionc Yv.

Uso il primo gruppo per identificare vari modelli (mediante LS,
per es.}. Poi uso il secondo gruppo per testare i modelli ¢ capire
quale 2 il migliore.

Procedura:

« Considero vari modelli (rette, parabole, cubiche, ...) e ne
idensifico | parametri mediante LS

Bis = (OTD) BTV

» Con i modelli identificati cerco di prevedere i dati di
validazione ¢ calcolo i relativi residui

SSRY = evTev, ev = Yp, F=@ret ,Mf-/

*  Scelgo il modello che minimizza SSR¥

YaRaaziene & icaia del modelio 10

E se non ho abbastanza dati per formare due gruppi?

Ordinary Cross Vafidation (OCV): Metto da parte il dato i-esimo
e calcolo 845 ysando tutti i dati rimanenti. Poi calcolo Ferrore

che commetto cercande di indovinare ¥; usando 8-S
gl =Y, - @gLsti (@i jesima riga di @

Ripete la procedura per i = /,...,N ¢ uso come indice di bontd
del modello:

N
ocv = h%; e

Prablema: Sembra neceasario risolvere N problemi di stima LS
{computazionalmente cnerosa},

Lemma del "lasciane-uno-fuori® ("leave-out-one® femma).

?
=1 _ &
ocy —NZ (@ - Hyj?

H = Q(@rd)idr

g=Y-0oLs

Valldazkona & scala del modelio 12

Osservazioni:

» L'assegnamento di un'osservazione al set dj identifieszione o —_
a quelio ditdomihewriont deve essere casuale. / }
HLIGAE ad 7/ ao Z..f

+  Se usc modelli matrioska, SSR/ decresce al crescere
dell’'ordine. AlPinizio anche SS§RVY decresce. Ad un certo
punto i parametri diventano troppi ed il modelio identificato

cerca di seguire troppo fedelmente i dati di identificazione
= §SR¥ comincia a salire. “{}) -zpf {

+ Talvolta la crossvalidazione suggerisce Puso di modelli in cui
alcuni parametri hanno SD elevata. Vale la pena di azzetare i
valore di questi parametri e ricalcolare SSR¥. Se SSRY
aumenta di poco (7+29%) rispetto al minimo pud essere
conveniente adottare il modello semplificato.

+ Non faccio nessuna ipotesi sul meccanismo "vero" di
generazione dei dati. Non pretende di trovare il modello

"vero", ma solo il modeilo "migliore” (in termini-dt
entro una certa rosa di possibititd. g 7

* Limitazione fondamentale: bisogna avere parecchi dati
altrimenti sia l'identificaziene che la validazione diventano
poco affidabili.

Vukdaziona ¥ icelta dal madelilo n

Osservazioni:

» Grazie al "leave-cut-one lemma" basta risolvere una sola
stima LS e calcolare gli elementi sulia diag. principale di H.

*+ L'uso di QCV & in genere pill onerose che crossvalidare
dividendo i dali in due groppi (ne) calcolo 41 645 in genere si
evita di calcolare esplicitamente (P7d)!, che & invece
richiesta da OC¥).

* Punto debole: quando gli errori di misura non hanno
stessa varianza.

*  Per ridurre i calcoli, si pud ricorrere ad una approssimazione
di OCV(CGeneralized Cross Validation):

Valldatone & scalhy dal modello 13




FINAL PREDICTION ERROR (FPE)

75483

Idea: Se faccio delle ipotesi sul meccanismo di generazioie dei
dati posso cercare di minimizzare SSR¥ senza doverla calcolare
esplicitamente,

Ipotesi I2: Y=@8° + V', E[V] =0, Var[V] = a2f.
(rispetto a I1, non faccio ipotesi sulla gaussianité del numare)

Supponiamo di considerare un vettore § ¢ di sottoporlo a
validazione. Ipotizzando ®¥ = @, si dimostra che, se estraggo a
caso un campione ¥¥ di N dati di validazione (estrazione #1):_

E[SSRY] = No? + (8-8°/1070(6-6%) / RS
o \j{/

Osservazione fovvia): E[SSRV} & minimizzata da 6 = 8°,

o cetadel 14

In molti casi 62 non ¢ nota. Uno stimatore non polarizzato di 62
¢ fornito da:

- Criterio FPE: Tra diversi modelli matrioska caratterizzati dai

numere g di parametri, scelgo quello che minimizza la media
{stimata) della SSRY, ovvero il cosiddetto Final Prediction Error

FPE ='\,;r+§ SSR

* Al crescere di ¢ dapprima FPE diminuisce perché diminuisce
SSR. Se perd ¢ cresce troppo, FPE cresce (¢'¢ N-g al
denominatore) = 3 un minimo di FPE al variare di ¢.

Qsservazioni:

+  Computazionalmente efficiente: per calcolare FPE basta solo
conoscere BS,

FPE(Q)

»

Yaldazicna & icetia del modelie 16

%

Supponiamo ora che 8 = BL5 gia |a stima ottenuta da un

campione estratto a caso di N dati ¥/ di identificazione

(estrazione #2). Si dimostra che

E[E[SSRY]) = 03(N+g) , q = dim(8)
(ho due medie perché ho due estrazioni casuali

QU3
\\_”/

E' la formulazione matematica del principic di parsimania: se it

modello vero é una retta (g = 2} e per identificare uso una

parabola o una cubica (g =3, g = 4) peggioro inutilmente le
prestazioni (medie) in validazione del mio ‘madello.

27,

Yl tiane & scelto del modeilo

Confronto criteri soggettivi/oggettivi

Criteri soggettivi: quelli basati sui test statistici {vedi test &) chc
richiedono la scelta "soggettiva" del livello di significativitd o,

Criteri aggettivi: quelli basati sulla minimizzazione di una clfra
di merite (QCV, GCV, FPE, AIC, MDL), Non c'% da scegliere
nessun livelto di significativita.

La differenza é meno profonda di quanto sembri,

Fatte (di facile ma noiosa dimostrazione): Per N "grande",
scegliere tra M} e M. basandosi su FPE Wusare il

Test F con ot =0.157 -1
U 77 /?!4 '/

Per N = o, FPE hail 15.7% di probabilitd di scegliere
{erroneamente} il moedello pit complicato anche se quello giuste
¢ queilo pitt semplice.

Per N — ==, FPE sovrastima {in media) V'ordine del modello
(non & uno stimatore consistente dell’'ording del modello)

Valldazions & iceta dal modelk 17




AKAIKE INFORMATION CRITERION (AIC)

Criterio ricavato in base alla "distanza" tra la d.d.p. vera dei dati
¢ quella generata da un dato modello stimato (vale sotto
I'Ipotesi H ).

Criterioc AIC: Tra diversi modelli matrioska caratterizzati dal
numero g di parametri, scelgo il modello che minimizza

A1c =28+ pnissw)

Osservazione: Per N — o si dimostra che FPE ¢ AJC sono
equivalenti (infatti, si vede che fimy—.. In FPE = AJC),

U

Per N — co, gnche AIC sovrastima
(in media) Vordive del modeilo

Veldaziore e sceli de model 8

UN ESEMPIO SEMPLICE

Exemplo tratte da (1.V. Beek ¢ K.J, Arnpld, "Parameter Eallmation io Engineering
nnd Selence, Wiey 1977

L gorufucibilini termicn X db alcyni campioni o) Terro & stata misumata a diverso tomperatuse T (°F). |
rigultati Bperimeniali sone riportat nclla seguenie tabelln,

T (”"_F/ 190 181 227 270 kL] [ 1] 140 Fyll 7 s
k 415 ITTATE 54978 JNFASA.SY  A7.346 SO.8ITE 57 SSPEE.NF  H.pi5
L prime Cingus misure iin tate prose in condizion) imentali diverse rgpetto alle uhime cingue.
In plrtiﬁDLa':g. 4i 1a che In varipnzy deil'errore di mig;ra‘ per i accondl cinque dati 4 quatiro volte
maggiore della varianzs dell'emrore per i primi cinque.

Cj sl pone T'obdettivo di identificare un modelio che descriva In dipendetza di k nei confroat] delln
Lemperahurs. 5i considersna | seguemti modclli:

I k=4
1 ke + 6T

1. k=8 40,7 + 8,77

L Y TR TN TT s T

L R TR THES: FYEE A : FRaR g - T o)

Prublema ¥/ : Stimo dei parametri
Sofurions: Miniml quadrati pondorat (WLE) (aleuni deti poon it afidabili f alei) " -

b = (TP DTGy
Vetlaro dei dati ¢ dello variabili indipendeniti:

¥l i)
k2 T
b

i i

Valdoziane « scatta del modelic 20

MINIMUM DESCRIPTION LENGTH (MDL)

Idea; Tmmagino di dover trasmettere i dati. Invece di trasmetiere
il vettore ¥, posso trasmettere 84% e i vettore dei residuj £, Tl
ricevitote potrd ricostruire i dati calcolando ¥ = @S+,

Vanmaggio: se il modello & buono, l'errore di predizione ¢ métota
e, per una data precisione, bastano pochi bit per codificarlo.

Se l'ordine g del modello aumentq i residul diventano piit piccolr
foccorrono meno bit per €) ma aumenta il n° det parametri da
codificare (occorrono pii bit per 645).

Criterio Minimuin Description Length: scelgo il modelle che
conduce alla codifica pil compatta, §i dimostra che (sotto 1) cid
equivale a minimizzare la cifra di merito

apr ="M 4 | psry A /&%

Osservazione: La penalitd su g & pid pesante che in ASC. Infati
MDL conduce a modelli pilt parsimoriosi. Anzi si dimostra che
MDL & uno stimatore consistente dell'ordine dei modeiic (per
N = oo Vordine indicato da MDL converge all'ordine vero),

Validazions & scetia dal modeko 11
Miatrico By ¢ vettore 0 nel S modellic j
-/
!
L e= , 8=[8]
S
- T
1Ty 01]
2, &= , B=
e N 01
L s 7w
[ § Ty TR 8,
LTy TR
1 8- ) T . a=1]8
. e,
SR (YT Y
m 1Ty T T B
!Ny TR N 8,
. e- 2 TP Ky ' o
. -]
L Fum TOm TieR | 5,
C o,
[+ TinoTap KT 8,
PRy TR WY T
. - Ny TN WY T e-| s,
L ¢ Ty Tee? TOor Trer B
. &,
Matrice ) di WLS
Q-dingl ] £ 2 51 4 oan M M LR
Yedidozions ¢ scatia cel madsic 21
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Valldazions e scelta del modello

2

thetas = / s *
_6,2542¢+0I -1.7495¢-0]1 21788205 -5.8502c-6 5.85] I / JJL !
e o

fidetO] 22728601 17536205 56051006 6.343¢08
1

[ 7 .- .

Te——

[}] ¥ ]
W
1),
S
My T
]%| “ - - 1

0 100 150 200 250 3 350 400

=

 A-7519e+0l -7.08260-02 9.6665c-0%
5i =
1033152400 9.8890e-03 2.1206c-05

“

13l : : . .
:50 [[Fi] 150 200 250 300 150 A0

thetwt =
333916401 16786001 56508504 -6 3092¢.07 / C/‘? fj é
g_ssw-ayoo 4.08830-02 o

1.94590-04 18187¢-07

u

Vadid » scelia del model 23

Problema ¥2: Scolts del modello oftimo
Oatervazioni:
+  Come previsto, all'sumentars dell'ordine del modsllo i otticnc una maggior sderenza ai dati
porimentali, Caso lixite: con disei parametri (polinomio di ¢rdine 33 posso nterpelare i dai-
4 Neimedelli 1-3 Io deviaziond standand delle stitne dei parametri sona scenabilments inferior s
i ded parameir timati.
» Ml medello 4 la SD di 64 & di poco superiore al 40% del valere stimato dol parsmete. Nel

midello 5 In S0 di 04ML & circe uguale a 840 g [o stesso seoade per ta SO di BgML, Cig
potvebbe significare che il coofficienie del termine cubico {» 2 maggior tagiome quelio del termine . —
i quarto grclo} non & sigaificatvaments diverso da 2ero. e -

O

Per applicarc (] 1t F & ukle costruire In scguenu whetld, in cui f= (N-g)ASSR/TR P
F prf{ Nug) indica il valor (ricavata dalla tabells delia # di Fiaber) in corrispandenza del quals ln
i\mﬁum‘zi disribuzicne delta & u £1,4-p) gradi o liberti vale .95

Mad. q N-q S5R assg f Fuifi.M-q)
! i 9 40.0078

2 2 3 44680 355198 616541 51

k) 3 7 1.1259 33421 2077M6 539

4 4 & C5708 05551 58156 599

3 5 5 04871 00817 08587 6.l

Confrontando 1 ponultisns ¢ Multima colonna si vado che il modelio 2 & significativaments iwigliore
{im rermint di riduzione dello scarto quadmbieo’ del madelln 7. La sicsse vake per il modelle J nci
confronti de) medello 2. Pez il modello 4 si haf < F oyl W-g) ¢ perantn iz riduzione di icaro
quadratico nom & statisticamente cignificative, Vists I, vicinanza dei vwlori di fe Faaf ! Mg} & nttuvin
non ecartare & prior il odello 4. Infing, pemmndo dej sodello 4 1] madollo 3 fa riduzione

Nyt quadiaticn & palexemente non rignificative, cosicché i modelic I & da searure.

Validatione » sceta del modelio

Criteri FPE, AIC, MDL: .
Med 4§ FPE Aic //j /fof f
1 | 43,3984 318891
2 2 5. 7020 1.8969
F| 3 10910 0718
il 4 1.34E 02392 03
¥ 5 1.4413 0.2807 0.4120
E'i niotze che, in con il test F, tuthi & ge i citeri "oggontivl” anggeriscons |a

stimati, potrebsbe caers pit p

n if modofio 7 ¢ #, Tuttavia, denemds in
i i d i i wersa 3l modello 3.

24 Yaldaziona & scelia del modelic

secltsy ded madello 4. In conc hurionc, ariche & catisn dei pochi dati dispoqilr@l?le difficile ;:glim on
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CONCLUSIONI

+ L'unico metode che non richiede ipotesi pesanti & la
crogsvalidazione,

*  Nella pratica, i criteri FPE, AIC, MDL vengono usati senza
preoccuparsi troppo delle ipotesi.

+  MDL & meglio di FPE e AIC, ma solo asintoticamente,

+ Suggerimento: usare pil di un criterio. Anche l'esame delle
8§D dei parametri & importante e pud aiutare a dirimere
eventuali discordanze tra i criteri.

+ Nella pratica non & essenziale trovare il miglior modello ma
spesso basta un buon modello

validazions & scwita del medeio 24
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